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Project 3: Using Structure and Identities to Rewrite Expressions 

Variables can be used to represent general structures 

You may be used to seeing properties (patterns that we observe to be true with certain types of numbers or 

expressions) written out as equations using variables.  This is a way in which variables are standing in for certain 

structures.  So, for example, you may have seen the following property: 

ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ 

What this equation means, is that any time we see something with the structure ܽሺܾ  ܿሻ we can replace it with the 
structure ܾܽ  ܽܿ (but in order to do that we first have to identify what ܽ, ܾ and ܿ are equal to in the particular 
expression we are working with.  But in algebra, ܽ, ܾ and ܿ can stand in for numbers, for other variables like ݔ, or for 
other more complicated expressions like െ2ݕݔ െ 5.  Let’s look at some examples so that we can get practice 

identifying the specific structure ܽሺܾ  ܿሻ.  All of the following expressions have the structure ܽሺܾ  ܿሻ as long as we 
choose the right values for ܽ, ܾ and ܿ:   

 2ሺݔ  4ሻ     ܽ ൌ 2,			ܾ ൌ ܿ				,ݔ ൌ 4 
 3ሺ2ݔ െ 5ሻ     First we have to rewrite addition as subtraction:  2ሺ2ݔ  െ5ሻ.  Then ܽ ൌ 3, ܾ ൌ ,ݔ2 ܿ ൌ െ5 

 √2൫√2  √7൯     ܽ ൌ √2, ܾ ൌ √2,			ܿ ൌ √7    (Notice that in this case we happen to have ܽ ൌ ܾ, which is 
allowed, although it will not happen most of the time.) 

 3ݕݔሺ2ݕݔଶ  3ሺݕݔሻଷሻ       ܽ ൌ ܾ					,ݕݔ3 ൌ ܿ						,ଶݕݔ2 ൌ 3ሺݕݔሻଷ 
 െ2ݔ൫3ݔଶ  ሺ3ݔ  4ሻ൯        ܽ ൌ െ2ݔ,				ܾ ൌ ܿ					,ଶݔ3 ൌ ሺ3ݔ  4ሻ 

 ሺ2ݔ െ 1ሻሺ3ݔ  7ሻ     ܽ ൌ ሺ2ݔ െ 1ሻ,					ܾ ൌ ܿ					,ݔ3 ൌ 7 

Now you try!  Identify the structure: 
For each of the following expressions, look for the structure ሺࢇ   Notice that this is similar to the examples  .ࢉሻ࢈
above, but this is a different structure than those examples.  For each one, identify what ࢇ,  would have to ࢉ and ࢈
be equal to in order for the expression to have the structure ሺࢇ   :ࢉሻ࢈
 

1. ሺ3ݔ  2ሻݔ 

 

2. ൫√3 െ √5൯√2 

 

3. ሺ2ݔ െ 2ሻ2 

 

4. 	ሺ2ݔ  1ሻሺ3ݔ െ 4ሻ 

 

5. ቀ3ݕݔଶ  4ሺݔଶݕሻଷቁ  ݕଶݔ3

 

 

6. ൫ሺ3ݔ െ 1ሻ   ଶݔଶ൯2ݔ2

 

 

 



The same structure means that ALL the symbols are the SAME 

We have to be careful when looking at structures to be sure that ALL the symbols are EXACTLY the same.  If they 

aren’t the same (or they don’t at least mean the same thing—for example two different symbols that both mean 

multiplication), then the two expressions (or equations) don’t have the same structure and likely do not have the 

same meaning.  For example: 

 ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ     has the same structure as        ܿሺܽ  ܾሻ ൌ ܿܽ  ܾܿ     We have just replaced ܽ with ܿ, 
ܾ with ܽ, and ܿ with ܾ, but everything else stays exactly the same. 

 ሺܽ  ܾሻܿ      has the same structure as     ሺݕ   ,ݖ and ܿ with ,ݔ with ܾ ,ݕ We have just replaced ܽ with     ݖሻݔ
but everything else stays exactly the same. 

 	ሺܽ  ܾሻሺܿ  ݀ሻ     has the same structure as     ሺܽ  ܾሻ ⋅ ሺܿ  ݀ሻ     We have just rewritten the multiplication 

using the multiplication sign, but everything else stays exactly the same. 

 ܽ െ ሺܾ  ܿሻ     has the same structure as     4 െ ሺሺ2ݔሻ  ሺݖଶሻሻ     We have just replaced ܽ with 4, ܾ with 2ݔ, 
and ܿ with ݖଶ, but everything else stays exactly the same. 

 ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ     does NOT have the same structure as        ሺܽ  ܾሻܿ ൌ ܽܿ  ܾܿ     (the multiplication 

and addition aren’t in the same places) 

 ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ     does NOT have the same structure as     ܽ െ ܾ ൌ ܽ  െܾ     (addition has been changed to 
subtraction) 

 ሺܽ  ܾሻܿ      does NOT have the same structure as     ሺܽ  ܾሻ     (multiplication has been changed to an 

exponent) 

 ሺܽ  ܾሻሺܿ  ݀ሻ     does NOT have the same structure as     ሺܽ  ܾሻ  ሺܿ  ݀ሻ  (multiplication has been 

changed to addition) 

 ܽ െ ሺܾ  ܿሻ     does NOT have the same structure as     ܽ െ ܾ  ܿ     (parentheses are missing) 

 ܽ  ሺܾ ⋅ ܽሻ     does NOT have the same structure as       ሺݍ ⋅  ሻ     (the first and last variables are no longerݎ
the same) 

For each of these examples, we can see that if we copy every single symbol from the first equation or expression, 

there is no way we can get the second equation or expression, even if we change the names of all the variables.  For 

two expressions to have the same structure, every single symbol has to be copied exactly as it is in the original 

expression or equation.  If we are substituting something in for a variable, that variable itself may change, but 

nothing outside of the substitution should change at all.   

Now you try!  For each of the following expressions or equations, CIRCLE any expressions or equations that have 

the SAME structure as the original equation, and CROSS OUT WITH AN X any expressions or equations that do 

NOT have the same structure as the original equation: 

6. ሺݔ  ݕሻሺݕ െ  ሻݖ
ሺݔ  ݕሻሺݕ        ሻݖ
ሺݔ  ሻݕ ⋅ ሺݕ െ       ሻݖ
ሺݔ  ሻݕ  ሺݕ െ        ሻݖ
ሺ݉  ܾሻሺܾ െ           ሻݍ
ሺݔ  ݕሻݕ െ   ݖ
ሺܽ  ܾሻሺܿ െ ݀ሻ      
ሺݔ  ሻݕ െ ሺݕ െ       ሻݖ
ሺݔ  ݕሻ/ሺݕ െ   ሻݖ
ݔ  ݕݕ െ   ݖ
 

 

7. ሺݕ       ݔሻݖ
 ሺݕ  ሻݖ        ݔ
ሺݕ  ሻݖ െ       ݔ
ሺݕ െ       ݔሻݖ
ݕ        ݔݖ
൫ሺݖଶܾሻ  ሺെ3ܽ െ ܾሻ൯ሺ3ܾܽሻ      
ሺݕ        ݖሻݔ
ሺܽ  ܾሻܽ     
ሺݕ    ሻ௫ݖ
ݖሺݕ    ሻݔ

 

 

 



Identities 

In algebra, equations that describe properties or patterns are often called identities.  Identities describe an 

expression can be replaced with an equal or equivalent expression that has a different form.   

So, for example, consider this identity:  ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ.   This means that for any two things that we are adding 

together (numbers, simple expressions, more complex expressions—anything that the order of operations allows 

us to group together), we can always switch the order and the result will still be equal to the original expression.   

The actual letters ܽ and ܾ aren’t important.  We could also write this identity as ݔ  ݕ ൌ ݕ   or as ݔ  ݍ ൌ ݍ    .

Example: 

A) Let’s rewrite ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ using the letter  for ܽ and the letter ݍ for ܾ: 
ܽ ൌ ܾ				, ൌ   ݍ
ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ  

ሺ				ሻฐ


 ሺ				ሻฐ


ൌ ሺ				ሻฐ


 ሺ				ሻฐ


  

ሺሻฏ


 ሺݍሻฏ


ൌ ሺݍሻฏ


 ሺሻฏ


  
So we have    ݍ ൌ ݍ   .   

Notice that this has the same structure as the original identity ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ. 
 

Using identities to rewrite expressions 

Identities allow us to rewrite expressions by replacing an expression with a different equivalent expression (that may 

be simpler or more useful for graphing or solving something later).   

Technically we can never simply change or move something in an expression.   

Technically, we can only rewrite expressions by replacing the expression with an equivalent one.   

Definition:  Two expressions are equivalent if and only if they will always be equal, for ALL possible values of the 

variable(s). (If expressions contain multiple variables, this means for any possible combination of variable values.) 

Examples: 

For each of these expressions, we need to identify what is taking the place of the various variables in the identity. 

Just like in previous projects, what takes the place of the variables might not just be numbers, but could be more 

complex expressions that themselves contain variables or multiple terms.   

We also have to be careful that when choosing groupings within an expression, we don’t change the underlying 

structure.  So, for example, we cannot add or remove parentheses from an expression if it changes the underlying 

meaning of the expression.   

B) Use the identity ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ to replace the original expression with an equivalent expression that has a 
different form: 

ݔ2   ݕ3
ܽ ൌ ܾ			,ݔ2 ൌ   ݕ3
ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ  

ሺ				ሻฐ


 ሺ				ሻฐ


ൌ ሺ				ሻฐ


 ሺ				ሻฐ


  

ሺ2ݔሻฑ


 ሺ3ݕሻฑ


ൌ ሺ3ݕሻฑ


 ሺ2ݔሻฑ


  

So:    ࢞  ࢟ ൌ ࢟  ࢞   

   



C) Use the identity 
ା


ൌ









	(whenever	ܿ ് 0) to replace the original expression with an equivalent 

expression that has a different form: 
ଶݔ2  ݕ4

2
 

ܽ ൌ ܾ			,ଶݔ2 ൌ ,ݕ4 ܿ ൌ 2   (Since 2 ് 0, we know that ܿ ് 0) 
ା


ൌ









  

ሺ				ሻฐ
ೌ

ାሺ				ሻฐ
್

ሺ				ሻฐ
 		ൌ

ሺ				ሻฐ
ೌ

ሺ				ሻฐ
 

ሺ				ሻฐ
್

ሺ				ሻฐ
   

ሺଶ௫మሻᇩᇪᇫ
ೌ

ାሺସ௬ሻฑ
್

ሺଶሻฏ
 		ൌ

ሺଶ௫మሻᇩᇪᇫ
ೌ

ሺଶሻฏ
 

ሺସ௬ሻฑ
್

ሺଶሻฏ
   

So:   
࢞ା࢟


ൌ

࢞




࢟


  

D) Use the identity ݔ ൌ ݔ ⋅ ⋯ ⋅ ᇣᇧᇤᇧᇥݔ
ି௬	௧௦

(when n is a positive whole number) to replace the original expression 

with an equivalent expression that has a different form: 
ሺ3ݕݔ െ 4ሻଷ 

_____________________________________________________________________________________________ 

Important point!  You may notice in this problem that we have an ݔ in the identity and that we also have an ݔ in 
the expression.  This can be confusing.  These two ࢞’s are NOT the same, because they are coming from two 

totally different contexts.  In the identity, the ࢞ is just standing in for ANY expression; whereas in the 

expression, the ࢞ may have a particular value or may represent a particular thing that is varying (for example: 

time, or distance).  In this case, it might be easier to first rewrite the identity with a different letter instead of 

using ݔ.  For example, we could rewrite the identity using the letter ܽ in place of ݔ to avoid the confusion: 
_____________________________________________________________________________________________ 

ݔ ൌ ݔ ⋅ ⋯ ⋅ ᇣᇧᇤᇧᇥݔ
ି௬	௧௦

→ 				 ܽ ൌ ܽ ⋅ ⋯ ⋅ ܽᇣᇧᇤᇧᇥ
ି௬	௧௦

   

ܽ ൌ ݕݔ3 െ 4,				݊ ൌ 3   (Since 3 is a positive whole number, we know that ݊ is a positive whole number) 

ሺ				ሻฐ
 ሺ				ሻฐ



ൌ ሺ				ሻฐ


⋅ ⋯ ⋅ ሺ				ሻฐ


ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ሺ				ሻฐ


ି௬	௧௦

  

ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
 ሺଷሻฏ



ൌ ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ


⋅ ⋯ ⋅ ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ


ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ሺଷሻฏ


ି௬	௧௦

  

ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
 ሺଷሻฏ



ൌ ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ


⋅ ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ


⋅ ሺ3ݕݔ െ 4ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ


ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ሺଷሻฏ


ି௬	௧௦

  

So:    ሺ࢟࢞ െ ሻ ൌ ሺ࢟࢞ െ ሻ ⋅ ሺ࢟࢞ െ ሻ ⋅ ሺ࢟࢞ െ ሻ   

Use the identity ݔ ൌ 1 (whenever ݔ ് 0) to replace the original expression with an equivalent expression that 
has a different form:         ሺ2ݕݔଶ െ ଶݕݔ2	݁ݎ݄݁ݓሺ												ሻݕ3 െ ݕ3 ് 0ሻ	 
We could rewrite the identity ݔ ൌ 1 (whenever ݔ ് 0) with ܽ instead of ݔ to avoid the confusion between the 
two ݔ’s (one in the identity and another in the expression): 
ݔ ൌ 1 (whenever ݔ ് 0)    →				 ܽ ൌ 1 (whenever ܽ ് 0) 
ܽ ൌ ଶݕݔ2 െ   ݕ3
ܽ ൌ 1   

ሺ				ሻฐ
 

ൌ 1					ሺܽݏ	݈݃݊	ݏܽ	ܽ ് 0ሻ  

ሺ2ݕݔଶ െ ሻᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫݕ3
 

ൌ 1					ሺܾ݁ܿܽ݁ݏݑ	݁ݓ	ݓ݊݇	ݐ݄ܽݐ	ݕݔ2ଶ െ ݕ3 ് 0ሻ  

So:    ሺ࢟࢞ െ ࢟ሻ ൌ    



 

Now you try!  For each of the following problems, use the given identity to rewrite the given expression in a 

different equivalent form.  Use the examples above as a model, writing out all of the same steps.   

8. Use the identity ܽ െ ܾ ൌ ܽ  െܾ to replace the original expression with an equivalent expression that has a 
different form: 

ݔ2 െ  ݕ3
 

 

 

 

 

 

  

9. Use the identity 
⋅


ൌ ܽ ⋅




	(whenever	ܿ ് 0) to replace the original expression with an equivalent expression 

that has a different form: 
ሺ2ݔଶሻሺ4ݕሻ

2
 

 

 

 

 

 

 

 

  

10. Use the identity ݊ݔ ൌ ݔ ⋯ ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥݔ
ି௬	௧௦

(when n is a positive whole number) to replace the original expression 

with an equivalent expression that has a different form: 
3ሺݕݔ െ 4ሻ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

11. Use the identity ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ to replace the original expression with an equivalent expression that has 
a different form: 

ሺ2ݔ െ 1ሻሺ3ݔଶ  7ሻ	 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

   



Does it matter whether an expression has the form of the right or the left side of an identity? 
You may have noticed that in all the examples so far, we have taken something that has the structure of the left side 
of the identity and replaced it with whatever is on the right side of the identity.  But we can also do the reverse, 
because:  

If two things are equal, we can always replace one with the other!  It doesn’t matter which side of an equation is 
written on the left or the right—the equals sign in the middle just tells us that both sides are equal.   

Examples: 

F) Use the identity ିݔ ൌ
ଵ

௫
  (whenever ݔ ് 0) to replace the original expression with an equivalent expression 

that has a different form: 

1

൫3 െ ൯ݎ√
଼ 											ሺ3 െ ݎ√ ് 0ሻ 

This expression has the structure of the right side of the identity ିݔ ൌ
ଵ

௫
 rather than the left side.   

If it is helpful, we could rewrite the identity to look like this:   
ଵ

௫
ൌ ݔ  (wheneverିݔ ് 0), because this is just 

another way of saying exactly the same thing—that the two sides are equal.   

We can now use this identity to rewrite our expression 
ଵ

൫ଷି√൯
ఴ: 

ݔ ൌ 3 െ ݊			,ݎ√ ൌ 8  
ଵ

௫
ൌ    ିݔ

ଵ

ሺ				ሻฐ
ೣ ሺ				ሻฐ

 ൌ ሺ				ሻฐ
௫ ିሺ				ሻฐ



      

ଵ

ሺଷି√ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ೣ ሺఴሻฏ

 ൌ ሺ3 െ ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫݎ√
௫ ିሺ଼ሻฏ



       (We know that ݔ ് 0 because 3 െ ݎ√ ് 0.) 

So 


൫࢘√ି൯
ૡ ൌ ൫ െ ൯࢘√

ିૡ
 

G) Use the identity ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ  to replace the original expression with an equivalent expression that has 
a different form: 

ହሻݕଷݔሺ3ݔ2  ݕሺ3ݔ2 െ  ሻݔ4

This expression has the structure of the right side of the identity ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ rather than the left side.   
If it is helpful, we could rewrite the identity to look like this:   ܾܽ  ܽܿ ൌ ܽሺܾ  ܿሻ, because this is just another 
way of saying exactly the same thing—that the two sides are equal.   

We can now use this identity to rewrite our expression 2ݔሺ3ݔଷݕହሻ  ݕሺ3ݔ2 െ  :ሻݔ4
ܽ ൌ ܾ			,ݔ2 ൌ ܿ				,ହݕଷݔ3 ൌ ݕ3 െ   ݔ4
ܾܽ  ܽܿ ൌ ܽሺܾ  ܿሻ   

ሺ				ሻฐ


ሺ				ሻฐ


 ሺ				ሻฐ


ሺ				ሻฐ


ൌ ሺ				ሻฐ


൭ሺ				ሻฐ


 ሺ				ሻฐ


൱  

ሺ2ݔሻฑ


ሺ3ݔଷݕହሻᇩᇭᇪᇭᇫ


 ሺ2ݔሻฑ


ሺ3ݕ െ ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫݔ4


ൌ ሺ2ݔሻฑ


൭ሺ3ݔଷݕହሻᇩᇭᇪᇭᇫ


 ሺ3ݕ െ ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫݔ4


൱      

So  ሺ࢞ሻ൫࢞࢟൯  ሺ࢞ሻሺ࢟ െ ࢞ሻ ൌ ሺ࢞ሻ ቀ൫࢞࢟൯  ሺ࢟ െ ࢞ሻቁ  

 
   



Now you try!  For each of the following problems, use the given identity to rewrite the given expression in a 

different equivalent form.  Use the examples above as a model, writing out all of the same steps. 

12. Use the identity ܽሺܾ  ܿሻ ൌ ܾܽ  ܽܿ to replace the original expression with an equivalent expression that has 
a different form: 

ሺܽଶܾଷሻݕݔ3  ሺܽݕݔ3 െ 1ሻ 
 

 

 

 

 

  

13. Use the identity 








ൌ

ା


 (whenever	ܿ ് 0) to replace the original expression with an equivalent 

expression that has a different form: 

ݔ9  ଷݔ√3

3
 

 

 

 

 

 

 

  

14. Use the identity ܽ ⋅
ଵ


ൌ




  (whenever ܾ ് 0) to replace the original expression with an equivalent expression 

that has a different form: 
ݎݍ െ 1
ݎଶݍ2

 

 
 

 

 

 

 

 

 

15. Use the identity ܽܿ  ܾܿ ൌ ሺܽ  ܾሻܿ to replace the original expression with an equivalent expression that has 
a different form: 

ሺݔ  7ሻሺ2ݕݔ െ 1ሻ	 
 

 

 

 

 

 

 

 

 


